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Von C. MorETTE DE WITT* und J. HANS D. JENSEN **

Aus dem Department of Physics, University of California, Berkeley, California
(Z. Naturforschg. 8a, 267—270 [1953]; eingegangen am 22. Januar 1953)

Gustav Mie zum 85. Geburtstag am 29. Sept. 1953

Ein Multipol der Ordnung (L, M), welcher mit der Frequenz o oszilliert, strahlt nach

der klassischen Elektrodynamik Drehimpuls aus.

Der gesamte pro Zeiteinheit

emittierte Drehimpuls € liegt in der Richtung der Polarachse. Sein Quadrat verhilt sich
zum Quadrat der in gleicher Zeit emittierten EnergieW wie 22: W2 = M?: w2 Fiur ein ein-
zelnes Quant des Strahlungsfeldes ist nach der Quantenelektrodynamik hingegen das
entsprechende Verhiltnis *: W?2=L(L 4+ 1): % Es wird gezeigt, wie diese beiden ver-
schieden lautenden Feststellungen mit dem Korrespondenzprinzip im Einklang sind.

nseres Wissens stellte Mie! als erster ein voll-
Usténdiges Orthogonal-System von Losungen
der Maxwellschen Gleichungen in Polarkoordinaten
fiir das Vakuum auf. Die Partikular-Losungen wer-
den charakterisiert durch zwei diskrete ganzzahlige
Indizes L, M, die die Winkelabhangigkeit der Felder
bestimmen, einen kontinuierlichen Parameter £k
(27/k ist die Wellenldinge der asymptotischen Lo-
sung im groBen Abstand vom Zentrum) und einen
zweiwertigen ,,Polarisationsindex‘‘r. Man kann, wie
Mie zeigte, die Losungen derart wahlen, daf3 der
eine Wert von 7 das Strahlungsfeld eines oszillieren-
den elektrischen Multipols der Ordnung (L, M) cha-
rakterisiert und der andere Wert von 7 das Feld
eines entsprechenden magnetischen Multipols. Beide
Multipole oszillieren mit der Frequenz w =c-k. Die
Losungen sind unten in modernerer Schreibweise,
die in der spateren Literatur? 3,456 entwickelt
wurde, in den Gln. (11) und (14) angegeben. Sie sind
ein vollstindiges System? 3,4 insoweit, als sich alle
Vektorfelder ¢ nach ihnen entwickeln lassen, die der
Bedingung div{ =0 geniigen. Diese Felder sind in
letzter Zeit vielfach zur quantenmechanischen Be-
handlung von Strahlungsprozessen benutzt wor-
den”.
Die klassisch elektrodynamische Berechnung des
durch solch ein Multipolfeld ausgestrahlten Dreh-
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impulses ist sehr einfach und ergibt3,4, dafl der pro
Zeiteinheit ausgestrahlte Drehimpuls  in der Rich-
tung der Polarachse liegt (z-Richtung) und sich zu
der in gleicher Zeit ausgestrahlten Energie W ver-
halt wie [§ |:W = M :w. Die Quanteninterpretation
ist naturgemill, dal ein Quant Zw die z-Kompo-
nente des Drehimpulses M 7% mit fortfithrt. In der
klassischen Elektrodynamik ist jedoch nur diese
Komponente vorhanden, so daf auch J2/W? =M?/w?
gilt, wahrend man nach der Quantenmechanik fiir
jedes Quant das Verhaltnis L(L -+ 1)/w? erwarten
mochte; die quantenelektrodynamische Rechnung
zeigt auch, daB sich dieses Verhéltnis ergibt, sofern
nur eine einzige Eigenschwingung mit nur einem
einzigen Quant angeregt ist.

Im Hinblick auf die vielfachen Anwendungen der
Mieschen Multipolfelder schien es uns von Inter-
esse, zu untersuchen, wie diese beiden verschiedenen
Resultate sich mit dem Korrespondenzprinzip ver-
einbaren lassen, nach dem im Grenzfall hoher Quan-
tenzahlen bei Bose-Feldern die klassische und quan-
tentheoretische Behandlung ein iibereinstimmendes
Ergebnis liefern sollten. Das Resultat der nach-
stehend mitgeteilten Rechnungen erscheint recht
illustrativ.

Entwickelt man das elektromagnetische Feld
nach den Mieschen Partikular-Losungen, so sind
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7 Wegen weiterer Literatur und neuerer Anwendun-
gen vgl. die Zitate in2-$,
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die ,,Fourier-Koeffizienten dieser Entwicklung in
der Quantenelektrodynamik als Operatoren aufzu-
fassen, die der Erzeugung bzw. Vernichtung eines
Quants dieses Feldes entsprechen und den Vertau-
schungsrelationen des Bose-Feldes geniigen?:

AGA:Y - A;’AG = Og' - (1)

Wir berechnen nun Energie und Drehimpuls gema3

—— [ler+ gl av
| J

8=z

und § =

fﬁxmmeV (2)

als Funktionen der Amplitudenoperatoren. Es folgt3,
daBl die Komponenten von § den Vertauschungs-
relationen der Drehimpulskomponenten geniigen
und mit W vertauschbar sind. In der einfachsten
Darstellung, die W diagonal macht, ist jeder Zu-
stand, in dem die o-te Eigenschwingung mit N,
Quanten angeregt ist, zwar ein simultaner Eigen-
zustand des Operators , mit dem Eigenwert
h%’ N ;M ,°, hingegen ist er im allgemeinen kein Ei-

dme

genzustand von 32, er ist es nur in dem speziellen
Fall, in dem nur eine einzige Miesche Eigen-
schwingung mit einem Quant angeregt ist, d. h. alle
N, =0 sind — auBler einem einzigen N, = 1. Fiir
diesen Zustand gilt:

32:10,...,0,15,0,...,0y = h2+ Ly (Ly+1) -
10,...,0,1,0,...,0). (3)

Eine Funktion |0, ...,0,N;0,...,0), mit N, +1,
wird dagegen durch den Operator 32 in eine andere
Funktion der N, iibergefithrt?. Jedoch 1aBt sich
leicht der Erwartungswert von {2 in einem solchen
Zustand berechnen. Wir erhalten (unter Fortlassung
des Index o):

0,..,0,N,0,...,0]32[0,...,0,N,0,...,0)
= (yy = (N2 M2+ N (L(L+1) — ME B2 (4)

Fiir N =1 ist das identisch mit dem in (3) angegebe-
nen Eigenwert von J2=~52L (L+4-1): hingegen er-
gibt sich fiir das Verhéltnis von ({2%)yy zum Qua-
drat des Energieeigenwertes, W3 = (Ao N)2, im
Grenzfall grofler N:

vy W

lim —— = 5
Now WY w? )

8 o steht als Abkirzung fiir das Indexquadrupol ¢ ~
(L, M, k,7), und ds¢’ ist nur dann ungleich Null, wenn
alle vier gestrichenen Indizes mit den entsprechenden
ungestrichenen Indizes {ibereinstimmen.

9 Mg ist derWert von M in dem durch ¢ abgekiirzten
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im Einklang mit dem Ergebnis der klassischen Elek-
trodynamik.

Das Zustandekommen der Gl. (4) miissen wir so
verstehen, daBl alle N Quanten zwar die z-Kompo-
nenten ihrer Drehimpulse addieren zur resultieren-
den z-Komponente N - M, hingegen haben die z- und
y-Komponenten fiir jedes der Quanten beliebige
Phasen und interferieren miteinander. Daher ist das
Quadrat der zur Polarachse orthogonalen Kompo-
nente gemif (4) proportional zu N und nicht etwa
proportional zu N2, — ein Befund, der aus der Theo-
rie der statistischen Schwankungen wohl vertraut
ist.

Durchfithrung der Rechnung

Das Miesche Orthogonal-System préasentiert die
simultanen Losungen der beiden Differentialglei-
chungen

AF + k*F =0 und divF = 0. (6)

Man konstruiert sie am einfachsten aus dem wohl-
bekannten Losungssystem der entsprechenden ska-
laren Gleichung A® + k2@ =0

Dy = Foe () Yy (D), (7)

worin Y, die normierten Kugelfunktionen sind,
* "
J YL Yy A2 = 011030

und wir die Radialfunktionen so normieren wollen,
daB

J Doy Py AV =

Durch eine Randbedingung, daBl f;;(r) auf einer
Kugelfliche mit sehr grofem Radius verschwinden
soll, konnen wir auch das k-Spektrum diskret ma-
chen, so daB} d;; an Stelle von 6 (k —k’) steht. Wir
werden den Vektor-Operator

sz[rxi.], (9)

(2

orL Omm O (k— k') "
L+ 1) - 18

benutzen, fiir den die Relationen gelten:

LYy =LL+D)YY, QY y=MY,,y (10)
(82 1%) Yoy = (L= M) (L+1 M) Yimen-

Nunmehr lassen sich die Mieschen Vektorfelder sehr
einfach schreiben als:

Indexquadrupel (L, M, k, 7). Die gleiche Definition
wahlen wir fur Ls und ws = ¢ - k.

10 Man konnte geeignete Linearkombinationen von
Mieschen Multipolfeldern bilden, die §? simultan mit
W auf Diagonalform bringen ; eine solche Manipulation
ist jedoch kaum von praktischem Interesse.
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~ v
SLME,0 = LDy %Lnnc,]: = [7 X 3] Dy -

(11)

Da der Laplacesche Operator A mit & und mit v
vertauschbar ist, sieht man unmittelbar, daB beide
& der Gl. (6) geniigen, auch div § =0 ist unmittel-
bar ersichtlich. Wegen der Orthogonalitat und Voll-
standigkeit des Losungssystems vergleichel=*. Die
Normierung (8) fiithrt zu: :

(12)
Fiir den zweiwertigen ,,Polarisationsindex‘‘ 7 haben

wir die Zahlen 0 und 1 gewéhlt. Man verifiziert
leicht die Relation:

* lod _ 3
J Simr, - Smrw, v = 011 Opr O O -

v N
[—i_k— X Lk, r] =(—D"Fmr. a1 —n- (13)

Ebenfalls zeigt eine einfache Rechnung, dafl die
Summen

=2

LMkt

JV2atck { Apyx, » Frok.o

“+ A},Mk, % %ZMI:, r} > (14)

C= D |2anck (— 1) " {Apu, » Fuatr1—-
LMkr
+ A}/Mk, T %2Mk, 1—1}
die Maxwellschen Gleichungen des Vakuums erfiil-
len, wenn die Zeitabhingigkeit der Amplituden
durch
dArymr, «

at =% _.ikCALﬂlk,r
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bestimmt ist. Die Felder mit 7 = 0 sind elektrische,
mit 7 =1 magnetische Multipolfelder, vgl.1.

Nunmehr ist die Ausfithrung der Integrationen
in (2) elementar; unter ausgiebiger Benutzung von
(10) bis (13) ergibt sich, vgl.3:

1 * *
W= Z fog— {ALMkr Apyer + Aryie ALMkr} ;

LMEr
(15)
1 " *
3z = Z M-~ lALMk rArser + Arsee Aye T
LMkt
(16)
SrE 1y =

S B | VM) (L T B0) Ay 45, ms 1
LMkt

+ VL M) (LAYFM) AL s, oA v 71,57 ]l ()

Bei dieser Anordnung der Amplituden tritt die Null-
punktsenergie im Strahlungsfeld auf; sie fithrt nicht
zu einem entsprechenden ,,Nullpunktsdrehimpuls‘
des Strahlungsfeldes, da in (16) die beiden mog-
lichen Vorzeichen von M zur gegenseitigen Kompen-
sation der Nullpunktsterme fiihren. Eine Umord-
nung der Amplituden, die die Nullpunktsenergie
des Strahlungsfeldes vermeidet, éndert nichts an
den nachstehenden Ergebnissen beziiglich des Dreh-
impulses.

Der Operator fiir das Quadrat des Drehimpulses
$? hat einen etwas unhandlichen Umfang:

* * * *
MM’ - (ALye - Asir + Apsiee Aoy o) Ansew v Avswe + Apyeve Avsre o)

Y= (L —M) (LA 1+ M) (L +1 M) (Apagie AL 1 e Azoarie Azar 1,100

-+ konj. kompl.)

+ YLA+M) (L +M0) (L1 —M) (L1 —M") (AL Ap -1, ke Arsrre AL, -1,

+ konj. kompl.) (18)

EMbr LM ]/(Lﬁ—AM)i(VL' + M) (LA+1+M) (L +1—M') (Apsree AL, sron, b, 0 AL ke A s —1,1, v

-+ konj. kompl.)

+ [(L+M) (L —M') (L4-1—M) (L' +1+M’') (Apagec AL -1,k c Anarwe Az e 1,100

Die Anwendung der Operatormatrix auf eine Zu-
standsfunktion | Ny Ny ...) wird jedoch verhéltnis-
méiBig einfach, weil die Matrizen A4 1, ,;, nur wenige
von Null verschiedene Glieder haben. In der Dar-
stellung!!, in der 1, (434, + As4;) diagonal ist,
mit den Eigenwerten N -+ 15, gilt12:

/2s

+ konj. kompl.).

o Nyoo | Ag ] NG L)
=V N5 0n;, vy —1) 6!2653'3,, Ny (19)
N AL N .

11 Wegen des Index o vgl. 8 und *.
12Vgl. z. B. G.Wentzel, Quantum Theory of Fields,
New York 1949, S. 34, GIn. (6, 17).
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Durch elementares, explizites Nachrechnen besti-
tigt man nunmehr die Gl. (3) und die im Anschlufl
daran genannten Feststellungen. In ebenfalls sehr
elementarer Rechnung lassen sich auch die Diago-
nalterme der Matrix (18) aufsuchen; wir erhielten
das in Gl. (4) angegebene Resultat.

H. PREUSS

Wir freuen uns, bei diesem AnlaB den Mitgliedern
des Department of Physics und ihrem Chairman
Professor Raymond T. Birge, fiir die Einladung an
die University of California und die vielfaltige Gast-
freundschaft unseren herzlichen Dank sagen zu kon-
nen.

Abschitzung fiir Zweizentrenintegrale
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Die bei quantentheoretischen Rechnungen mit 1s-Funktionen! entstehenden Aus-
tauschintegrale werden unter Verwendung gewisser einfacherer Ionen- oder Coulomb-
Integrale angeniéhert und nach unten und oben abgeschitzt. Das Verfahren ergibt be-

friedigende Ergebnisse.

nter den bei der Untersuchung der chemischen

Bindung auftretenden Zweizentrenintegralen
erfordern die Austauschintegrale einen sehr be-
trachtlichen Rechenaufwand?; sie sind héufig iiber-
haupt nicht mehr ausreichend numerisch angebbar.
Aus diesem Grunde wurde oft versucht, die Inte-
grale abzuschdtzen oder sie zumindestens anzu-
nahern?3.

Vor einiger Zeit gab Mulliken* einige allgemeine
Approximationen mit Hilfe von Coulomb- und
Uberlappungsintegralen an.

Die hier zu behandelnden Austauschintegrale
haben die Form:

A(a|pyPapsps) = [[ 73! exp — a{ Py 7ai + Pa7ei
+ PsTak + PaTor } dTi drk ) (l)

A(a|p1paPsP)=A (& | Py Py Py P3)

=A (a|p3pyp1Ps). (la)

Darin bedeuten 7y, 74, 7 die Abstidnde des
i-ten Elektrons von den Zentren @, b und vom k-ten
Elektron. a, p;, Ps, D3, P, sind Parameter; die letz-
ten vier werden durch die Angabe der y-Funktion
festgelegt und entsprechen den bei der Bildung von
wHy entstehenden Potenzen der Exponentialfunk-
tionen; sie sind somit immer ganzzahlig.

Es liegt nahe, die bei den Rechnungen auftreten-
den leicht zu behandelnden Ionenintegrale A4 (« |
P, P P53 0) und Coulomb-Integrale 4 (« | p, 0 p; 0),
A (a | p; 00 p,) zu einer Abschéitzung fiir (1) heran-
zuziehen. Mit dieser Absicht bilden wir

1%t exp — a{ Py 7ai + Do Toi + Py Tar + Parer § Cof ag (745 — 75)

1
= 5 7 [exp —a{ (1,

+exp —a{ (P + @) Tai + (P2 —

— @) ai + (Ps + @) oi + Dy Tar + PaTor

(2)
q) 7pi + P3Tar + Pa "bk}]

und erhalten wegen — R <7, — 7 = R (R = Abstand ab) und unter Verwendung des Mittelwertsatzes

die einfache Abschétzung fiir (1)

A (a]py, s Py Pa) ]

- 2Co0) (g R)
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