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Über den Drehimpuls der Multipolstrahlung 
V o n C . M O R E T T E D E W I T T * u n d J . H A N S D . J E N S E N * * 

Aus dem Department of Physics, University of California, Berkeley, California 
(Z. Naturforschg. 8a, 267—270 [1953]; eingegangen am 22. Januar 1953) 

Gustav Mie zum 85. Geburtstag am 29. Sept. 1953 

Ein Multipol der Ordnung (L, M), welcher mit der Frequenz to oszilliert, strahlt nach 
der klassischen Elektrodynamik Drehimpuls aus. Der gesamte pro Zeiteinheit 
emittierte Drehimpuls 2 liegt in der Richtung der Polarachse. Sein Quadrat verhält sich 
zum Quadrat der in gleicher Zeit emittierten EnergieW wie £2 : W2 = M2:co2. Für ein ein-
zelnes Quant des Strahlungsfeldes ist nach der Quantenelektrodynamik hingegen das 
entsprechende Verhältnis £2: W2 = L(L -f- 1): co2. Es wird gezeigt, wie diese beiden ver-
schieden lautenden Feststellungen mit dem Korrespondenzprinzip im Einklang sind. 

Unseres Wissens stellte Mie 1 als erster ein voll-
ständiges Orthogonal-System von Lösungen 

der Maxwellschen Gleichungen in Polarkoordinaten 
für das Vakuum auf. Die Partikular-Lösungen wer-
den charakterisiert durch zwei diskrete ganzzahlige 
Indizes L, M, die die Winkelabhängigkeit der Felder 
bestimmen, einen kontinuierlichen Parameter k 
(2ji/k ist die Wellenlänge der asymptotischen Lö-
sung im großen Abstand vom Zentrum) und einen 
zweiwertigen ,,Polarisationsindex''r. Man kann, wie 
Mie zeigte, die Lösungen derart wählen, daß der 
eine Wert von r das Strahlungsfeld eines oszillieren-
den elektrischen Multipols der Ordnung <L, M ) cha-
rakterisiert und der andere Wert von r das Feld 
eines entsprechenden magnetischen Multipols. Beide 
Multipole oszillieren mit der Frequenz w = C'k. Die 
Lösungen sind unten in modernerer Schreibweise, 
die in der späteren Literatur 2»3»4»5»6 entwickelt 
wurde, in den Gin. (11) und (14) angegeben. Sie sind 
ein vollständiges System2»3»4 insoweit, als sich alle 
Vektorfelder nach ihnen entwickeln lassen, die der 
Bedingung d i v $ = 0 genügen. Diese Felder sind in 
letzter Zeit vielfach zur quantenmechanischen Be-
handlung von Strahlungsprozessen benutzt wor-
den7. 

Die klassisch elektrodynamische Berechnung des 
durch solch ein Multipolfeld ausgestrahlten Dreh-
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impulses ist sehr einfach und ergibt3»4, daß der pro 
Zeiteinheit ausgestrahlte Drehimpuls $ in der Rich-
tung der Polarachse liegt (z-Richtung) und sich zu 
der in gleicher Zeit ausgestrahlten Energie W ver-
hält wie I :W = M\to. Die Quanteninterpretation 
ist naturgemäß, daß ein Quant %co die z-Kompo-
nente des Drehimpulses M% mit fortführt. In der 
klassischen Elektrodynamik ist jedoch nur diese 
Komponente vorhanden, so daß auch $2/JF2 = J f 2/a>2 

gilt, während man nach der Quantenmechanik für 
jedes Quant das Verhältnis L(L-\- l)/co2 erwarten 
möchte; die quantenelektrodynamische Rechnung 
zeigt auch, daß sich dieses Verhältnis ergibt, sofern 
nur eine einzige Eigenschwingung mit nur einem 
einzigen Quant angeregt ist. 

Im Hinblick auf die vielfachen Anwendungen der 
Mie sehen Multipolfelder schien es uns von Inter-
esse, zu untersuchen, wie diese beiden verschiedenen 
Resultate sich mit dem Korrespondenzprinzip ver-
einbaren lassen, nach dem im Grenzfall hoher Quan-
tenzahlen bei Bose-Feldern die klassische und quan-
tentheoretische Behandlung ein übereinstimmendes 
Ergebnis liefern sollten. Das Resultat der nach-
stehend mitgeteilten Rechnungen erscheint recht 
illustrativ. 

Entwickelt man das elektromagnetische Feld 
nach den Mie sehen Partikular-Lösungen, so sind 
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die „Fourier-Koeffizienten'' dieser Entwicklung in 
der Quantenelektrodynamik als Operatoren aufzu-
fassen, die der Erzeugung bzw. Vernichtung eines 
Quants dieses Feldes entsprechen und den Vertau-
schungsrelationen des Bose-Feldes genügen8: 

-AöAa' Aa'A.a = daa>. (1) 

Wir berechnen nun Energie und Drehimpuls gemäß 

w = [ { E 2 + § 2 } d v 

und 3 = ) [r X [<g X $ ] ] dV (2) 

als Funktionen der Amplitudenoperatoren. Es folgt3, 
daß die Komponenten von £5 den Vertauschungs-
relationen der Drehimpulskomponenten genügen 
und mit W vertauschbar sind. In der einfachsten 
Darstellung, die W diagonal macht, ist jeder Zu-
stand, in dem die g-te Eigenschwingung mit Na 

Quanten angeregt ist, zwar ein simultaner Eigen-
zustand des Operators mit dem Eigenwert 
% Z N a M 0 9 , hingegen ist er im allgemeinen kein Ei-

genzustand von er ist es nur in dem speziellen 
Fall, in dem nur eine einzige Miesehe Eigen-
schwingung mit einem Quant angeregt ist, d. h. alle 
Na, = 0 sind — außer einem einzigen Na = 1. Für 
diesen Zustand gilt: 

3 2 - | 0 , . . . , 0 , l ö , 0 , . . . , 0 > = %2-L0 (La + 1 ) . 
I 0, . . ., 0 ,1 , 0 , . . ., 0 ) . (3) 

Eine Funktion | 0 0, N 0 , 0, . . . , 0) , mit 1, 
wird dagegen durch den Operator 3 2 in eine andere 
Funktion der N„ übergeführt10. Jedoch läßt sich 
leicht der Erwartungswert von 2 in einem solchen 
Zustand berechnen. Wir erhalten (unter Fortlassung 
des Index er): 

<0, . . . , 0 , N , 0 , . . . , 0 |32|0, . . . , 0 , A , Ü , . . . , 0 > 
= + -M2)}%2. (4) 

Für AT = 1 ist das identisch mit dem in (3) angegebe-
nen Eigenwert von = %2L (L -f-1); hingegen er-
gibt sich für das Verhältnis von ( ) N n zum Qua-
drat des Energieeigenwertes, W2N — (HOJN)2, im 
Grenzfall großer N : 

8 0 stellt als Abkürzung für das Indexquadrupol o 
(L, M, k, T), und Öoa' ist nur dann ungleich Null, wenn 
alle vier gestrichenen Indizes mit den entsprechenden 
ungestrichenen Indizes übereinstimmen. 

9 Mr, ist der Wert von M in dem durch et abgekürzten 

im Einklang mit dem Ergebnis der klassischen Elek-
trodynamik. 

Das Zustandekommen der Gl. (4) müssen wir so 
verstehen, daß alle N Quanten zwar die z-Kompo-
nenten ihrer Drehimpulse addieren zur resultieren-
den z-Komponente N • M, hingegen haben die x- und 
y-Komponenten für jedes der Quanten beliebige 
Phasen und interferieren miteinander. Daher ist das 
Quadrat der zur Polarachse orthogonalen Kompo-
nente gemäß (4) proportional zu N und nicht etwa 
proportional zu N2, — ein Befund, der aus der Theo-
rie der statistischen Schwankungen wohl vertraut 
ist. 

D u r c h f ü h r u n g der R e c h n u n g 

Das Miesche Orthogonal-System präsentiert die 
simultanen Lösungen der beiden Differentialglei-
chungen 

zl g + k2 % = 0 und div % = 0. (6) 

Man konstruiert sie am einfachsten aus dem wohl-
bekannten Lösungssystem der entsprechenden ska-
laren Gleichung A 0 + k20 = 0 

®LMk = fLk(r)YLM ({>?), (7) 

worin YLM die normierten Kugelfunktionen sind, 

J YLM YL M• = ^ll^mm' > 

und wir die Radialfunktionen so normieren wollen, 
daß 
f ^ ^ Arr ()Liy ömm' d fr — k') 

J ®LMk &L M IC < * F = — - 1 } . ( 8 ) 

Durch eine Randbedingung, daß / ^ ( r ) auf einer 
Kugelfläche mit sehr großem Radius verschwinden 
soll, können wir auch das k-Spektrum diskret ma-
chen, so daß dkk' an Stelle von d (k — k') steht. Wir 
werden den Vektor-Operator 

S = [t x - f ] , (9) 

benutzen, für den die Relationen gelten: 

ß2 Ylm = L (L + 1) Y f , Ylm = M Ylm, (10) 

(S« ± * S„) Ylm = y ( L V M ) (L + 1 ±M) YLi m±1. 

Nunmehr lassen sich die Mi eschen Vektorfelder sehr 
einfach schreiben als: 

Indexquadrupel (L, M, k, r). Die gleiche Definition 
wählen wir für und a>0 = c • krj. 

10 Man könnte geeignete Linearkombinationen von 
Mieschen Multipolfeldern bilden, die simultan mit 
W auf Diagonalform bringen; eine solche Manipulation 
ist jedoch kaum von praktischem Interesse. 
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— 

ÜLMJc.O = S ^LMk- %LMk,\> = X ö | LMk • 

(11) 

Da der Laplacesche Operator A mit S und mit V 
vertauschbar ist, sieht man unmittelbar, daß beide 
U der Gl. (6) genügen, auch div % = 0 ist unmittel-
bar ersichtlich. Wegen der Orthogonalität und Voll-
ständigkeit des Lösungssystems vergleiche1-4. Die 
Normierung (8) führt zu: 

J 1$LMk, T 1$L'M'k', T' = &LL' &MM' $kk' • (12) 
Für den zweiwertigen ,,Polarisationsindex" r haben 
wir die Zahlen 0 und 1 gewählt. Man verifiziert 
leicht die Relation: 

X %LMk, r j — ( — 1 )T'%LMk, (1 — T) • (13) 

Ebenfalls zeigt eine einfache Rechnung, daß die 
Summen 

$ = 2 pn%ch{A LMk, r %LMk, r 
LMkr 

+ (14) 

G= 2 y2a*ck(-l)1~T{ALMk>T%Lm.,l_T LMkr 
+ A LMk, T SLMk, 1 — r } 

die Maxwellschen Gleichungen des Vakuums erfül-
len, wenn die Zeitabhängigkeit der Amplituden 
durch 

d A LMk, r 

dt — ikeA 

bestimmt ist. Die Felder mit r = 0 sind elektrische, 
mit r = 1 magnetische Multipolfelder, vgl.1. 

Nunmehr ist die Ausführung der Integrationen 
in (2) elementar; unter ausgiebiger Benutzung von 
(10) bis (13) ergibt sich, vgl.3 : 

W — 2 U (Ok y | ALMk, r ALMkr + Alm1ct ALMk t | , 
LMkr 1 ' 

(15) 
1 J + * | 

3z = 2-1 ^^ ' ~2 I ^LMk T ^LMkr ALMkr -A-LMk r | > 
LMkr ' ' 

(16) 

Z +l±M) ATMt AI 
LMkr 

M ±1 ,k.T 

LMk, T 

+ f(L ±M)(L + 1 tM) A*l<m> k> tALi m t lf 4> r j . (17) 

Bei dieser Anordnung der Amplituden tritt die Null-
punktsenergie im Strahlungsfeld auf; sie führt nicht 
zu einem entsprechenden ,,Nullpunktsdrehimpuls" 
des Strahlungsfeldes, da in (16) die beiden mög-
lichen Vorzeichen von M zur gegenseitigen Kompen-
sation der Nullpunktsterme führen. Eine Umord-
nung der Amplituden, die die Nullpunktsenergie 
des Strahlungsfeldes vermeidet, ändert nichts an 
den nachstehenden Ergebnissen bezüglich des Dreh-
impulses. 

Der Operator für das Quadrat des Drehimpulses 
3 2 hat einen etwas unhandlichen Umfang: 

MM' • (ALMIc t ALM]ct -f ALMkrALMkr) [AL'M'k' r' Ä-L'M'k'r' + AL>M'k>T> AVWk.r) 

+ ]f(L-MUL'-M') (L+ l+M) + {ALMkrAL,M+1,k,rA*L.M.k.T.AL.iM.+,>k,tT. 
-j- konj. kompl.) 

V + W+M) (L' +M') (.L4-1 -.M) (.L' +l^flf'j (A*LMkTALM_likiTAL,M.k,r.AvtM,_hk,tr, 

S 2 = X 2 J 2 J + konj. kompl.) (18) 
LMkrL'M-k'r'+ ^L-M){L'+M') (L+l+M) (L' + l-M') {AlMkTAL,M+1,k,rA*L-M'k'r'AL',M'-,,k',r-

- f konj. kompl.) 

+ 1 !(L+M){L'-M') [L+1 -M) (L' + l +M') (ALMkTA*L>M_x>ktTAL,M,k.z.A'L.,M,^>k.tX. 
-f- konj. kompl.). 

Die Anwendung der Operatormatrix auf eine Zu- <. . . Nn . . . \ A( n : 

standsfunktion | N 0 r i . . . ) wird jedoch verhältnis-
mäßig einfach, weil die Matrizen ALMkr n u r wenige 
von Null verschiedene Glieder haben. In der Dar-
stellung11, in der y2 (A*Aa + AaA*) diagonal ist, 
mit den Eigenwerten N'„ - f M», gilt12: 

= V d N > g t {N>< _ i) n^öN>a,t (i9) 

11 Wegen des Index a vgl. 8 und 9. 
12 Vgl. z. B. G. W e n t z e l , Quantum Theory of Fields, 

New York 1949, S. 34, Gin. (6, 17). 
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Durch elementares, explizites Nachrechnen bestä-
tigt man nunmehr die Gl. (3) und die im Anschluß 
daran genannten Feststellungen. In ebenfalls sehr 
elementarer Rechnung lassen sich auch die Diago-
nalterme der Matrix (18) aufsuchen; wir erhielten 
das in Gl. (4) angegebene Resultat. 

Wir freuen uns, bei diesem Anlaß den Mitgliedern 
des D e p a r t m e n t of P h y s i c s und ihrem Chairman 
Professor Raymond T. B i rge , für die Einladung an 
die University of California und die vielfältige Gast-
freundschaft unseren herzlichen Dank sagen zu kön-
nen. 

Abschätzung für Zweizentrenintegrale 
H . P R E U S S 

Aus dem Institut für theoretische Physik der Universität Hamburg * 
(Z. Naturforschg. 8a, 270—272 [1953]; eingegangen am 28. Februar 1953) 

Die bei quantentheoretischen Rechnungen mit ls-Funktionen1 entstehenden Aus-
tauschintegrale werden unter Verwendung gewisser einfacherer Ionen- oder Coulomb-
Integrale angenähert und nach unten und oben abgeschätzt. Das Verfahren ergibt be-
friedigende Ergebnisse. 

Unter den bei der Untersuchung der chemischen 
Bindung auftretenden Zweizentrenintegralen 

erfordern die Austauschintegrale einen sehr be-
trächtlichen Rechenaufwand2; sie sind häufig über-
haupt nicht mehr ausreichend numerisch angebbar. 
Aus diesem Grunde wurde oft versucht, die Inte-
grale abzuschätzen oder sie zumindestens anzu-
nähern3. 

Vor einiger Zeit gab M u l l i k e n 4 einige allgemeine 
Approximationen mit Hilfe von Coulomb- und 
Überlappungsintegralen an. 

Die hier zu behandelnden Austauschintegrale 
haben die Form: 
A (<xjpx p2p3p4) = ffrJk1 exp - tx{px rai + p2 rbi 

+ Jh rak + Px rbk } (]ri > (!) 

A {a\pxp2pzPi) = A (tx \p2plpipz) 

===A ( t x \ p z p i p x p 2 ) . ( la ) 

Darin bedeuten rai, rbi, rik die Abstände des 
i-ten Elektrons von den Zentren a, b und vom Ästen 
Elektron, tx, px, p2, p3, pt sind Parameter; die letz-
ten vier werden durch die Angabe der ^-Funktion 
festgelegt und entsprechen den bei der Bildung von 
ipHy entstehenden Potenzen der Exponentialfunk-
tionen; sie sind somit immer ganzzahlig. 

Es liegt nahe, die bei den Rechnungen auftreten-
den leicht zu behandelnden Ionenintegrale A (a ] 
Pi Pz Pz 0) u n ( l Coulomb-Integrale A (a | px 0 p3 0), 
A (a | Pi 0 0 zu einer Abschätzung für (1) heran-
zuziehen. Mit dieser Absicht bilden wir 

r'ik exp - a { px rai + p, rbi + p3 rak + pi rbk } Gof <xq (rai - rbi) 

= Y rik [ e x P - a { (Pi - 9) rai + (Po + q) rbi + p3 rak - f pA rbk } (2) 

+ exp - a { (px - f q) rai + (p2 - q) rbi - f p3 rak + pA rbk } ] 

und erhalten wegen — R ^ rai — rbi g R (R — Abstand ab) und unter Verwendung des Mittelwertsatzes 
die einfache Abschätzung für (1) 

1 

A (at | p v P 2 , P v P i ) 
" — [A (oc | px + q,p2- q,p3,Pi) +A. (a | px - q,p2+ q,Ps,Pi)], 

1 (3) 

2 Gof (q a I i ) 
[A (rx | px + q, p.2 - q. P*,px) + A (rx \px - q, p2 + q, p3,p4)]. 
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